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1 Typisch gedrag

Beschouw een gladde functieV : R → R en daarbij de tweede orde differenti-
aalvergelijking

x′′ = −
dV

dx
(x). (1)

Schrijf deze bewegingsvergelijking als een dynamisch systeem met als toestand-
sruimte het(x, y)-fasevlak, waarbijy = x′.

1. DefinieerH(x, y) = 1

2
y2 +V (x) en laat zien datH een behouden grootheid

is, d.w.z., dat langs elke evolutie{(x(t), y(t)) | t ≥ 0} van het dynamisch
systeem geldt datH ′ ≡ 0.

2. Toon aan dat bovenstaand dynamisch systeem geen attractoren kan hebben.

3. Omschrijf voorV1(x) = x4 − x2 andV2(x) = x4 + x2 het typische gedrag
van het bijbehorende dynamische systeem. Schets de bijbehorende fase-
portretten.

4. Hoe verandert dit als we (1) veranderen tot

x′′ = −
dV

dx
(x) − cx′, (2)

voor een constantec > 0? Schets opnieuw de bijbehorende faseportretten.

2 Periodiciteit en quasi-periodiciteit

Toon aan dat zowel een periodieke als een quasi-periodieke evolutie dispersie ex-
ponentE = 0 hebben.
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3 Chaos

A. We beschouwen de afbeeldingf : [0, 1] → [0, 1], gedefinieerd door

f(x) =

{

2x alsx ≤ 1

2

2 − 2x alsx > 1

2
.

1. Schets de grafieken vanf enf 2 (de twee keer geı̈tereerde).

2. Ontwerp een symbolische dynamica voorf.

3. Hoe volgt hieruit dat er periodieke punten vanf zijn en dichte banen?

4. Gegeven een dichte baanO+(x) = {fn(x)|n ≥ 0}, toon dan voor
de bijbehorende waarde van de verstrooiı̈ngsexponentE aan datE =
ln 2.

B. Beschouw ook de afbeeldingg : [0, 1] → [0, 1], gedefinieerd doorg(x) =
4x(1 − x).

1. Toon aan datf en g geconjugeerd zijn door middel van het homeo-
morfismeh : [0, 1] → [0, 1], gegeven doorh(x) = (sin(1

2
πx))2.

2. In welke zin volgt uit onderdeel A datg (ook) chaotisch is?


